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1 緒言
乱流の統計理論において，(単位質量当たりの)平
均エネルギー散逸率は，抗力係数，乱流エネルギーの
減衰法則，乱流拡散，平均速度分布を決定づける重
要な物理量の一つである [1, 2]．実験や数値計算によ
り，レイノルズ数が増加するにつれ，正規化された
平均エネルギー散逸率 Cϵ ≡ ϵL/u3 が一定になるこ
とが示されており，統計的に定常な乱流では，平均
エネルギー散逸率は小スケールの特性に依存しない
ことを示唆している．ここで，ϵは平均エネルギー散
逸率，uは速度標準偏差，Lは積分スケールである．
高レイノルズ数において平均エネルギー散逸率が一
定を取るといった乱流の第ゼロ法則は，大規模な運
動に入力されるエネルギー注入率，エネルギーカス
ケードの各段階でのエネルギー流束，小規模な運動で
のエネルギー散逸が釣り合うといった Richardson–

Kolmogorovエネルギーカスケードの抽象の帰結と
して考えられている [3]．
しかしながら，レイノルズ数が無限大の極限におい
て Kolmogorov理論 [4, 5]が正しいとしても現実世
界で見られる程度の有限なレイノルズ数での非定常/

非等方性/非一様乱流においてどれほど成り立つかど
うかは未だに議論の的である．もし，乱流の第ゼロ
法則と乱流における Richardson–Kolmogorov エネ
ルギーカスケードの抽象が統計的に定常な乱流に対
してのみ有効であるとすれば，その重要性は限られ
ており，乱流理論の再考が求められる．実際に，乱
流の第ゼロ法則の破れは様々な乱流において報告さ
れており，非平衡散逸則と呼ばれる普遍性クラスが
非定常乱流や空間発展する乱流の遷移領域において
成り立つことが示されている [6, 7]．
最近，Cϵ と Kármán–Howarth方程式の積分した
形の厳密な関係式が導出され [8]，乱流の第ゼロ法則

の理解において進展が見られた．しかしながら，そ
の有効性は一様等方性乱流において確認されている
のみであるため，本研究では，工学的に重要である
せん断乱流を対象とし，理論の拡張ならびに直接数
値計算 (DNS)による検証を行った．

2 問題設定
Navier–Stokes 方程式 ∂tu + u · ∇u = −∇p +

ν∇2u + f に従う三次元非圧縮性流体を考える．こ
こで，uは速度であり，∇·u = 0を満足する．pは密
度で正規化した圧力，νは動粘性係数，f は乱流を駆
動する外力である．流れ場は，スパン方向を x1，流
れ方向を x2，せん断の垂直方向を x3とし，x1およ
び x2 方向には周期境界条件を用い，x3 方向にはフ
リースリップ境界条件を用いる．また，計算領域は，
L1 ×L2 ×L3 = 2π× 2π× πとする．ここで，Liは
i方向のサイズである．このとき，速度場は Fourier

級数と sin · cos級数を用いて次のように表す．

ui (x, t) =
∑
k

ûi (k, t) exp (ık12 · x12)

×

cos (k3x3) i = 1 and 2

sin (k3x3) i = 3

(1)

ここで，k = [k1, k2, k3]
T は波数ベクトル，ı = √

−1

は虚数，k12 = k1e1+k2e2およびx12 = x1e1+x2e2

である．
DNSでは，4次の Runge-Kutta法を用いて，NS

方程式を時間積分し，粘性項は解析的に取り扱った．
エイリアシングの除去には，2/3 則を用いている．
既往の研究 [9, 10] と同様に，乱流を統計的に定常
に維持するために体積力を導入した．外力は，k =

(2n+ 1) e3 (n = 0, . . . , 5)における流れ方向の速度



のフーリエ係数が，余弦のフーリエ和で近似される
線形平均流速と一致するように強制力を調整した．

U2(x3) = −S
4

π

5∑
n=0

cos [(2n+ 1)x3]

(2n+ 1)
2 , (2)

ここで，S は平均せん断率である．

3 結果
本研究の一部は，京都大学 RIMSワークショップ

[11]および速報誌 [12]として発表済みである．
一様等方性乱流における理論 [8]と同様に，スペク
トル方程式を用いると，Cϵは次のように記述される．

Cϵ =
L

LP

[
CN + CA +

CD

ReL

]
= αf C̃ϵ (3)

ここで，それぞれの項の詳細については，既往の論
文 [12]を参照されたい．図 1に Cϵと Reλの関係式
を示す．Cϵ における Lの代わりに LP を用いると，
新しく定義される ϵLP/u

3は C̃ϵと等価である．図 1

の挿入図に C̃ϵ と Reλ の関係性を示す．Cϵ に比べ，
C̃ϵの方が一様等方性乱流における結果とより良い一
致を示す．このことは，強制乱流においては，エネ
ルギー散逸率の正規化には，Lより，外力に基づく
積分スケール Lf が好ましいと考えられる．
C̃ϵ において CA を除いた CN + CD/ReL と Reλ

の関係を図 1に示す．図 1に示すように，CA の影
響は小さく，NS方程式において本質的な要素であ
る CN +CD/ReLは一様等方性乱流における結果と
良好な一致を示す．また，CN が一定となるために
は，より高いレイノルズ数，一様等方性乱流におけ
る結果と調べた範囲のレイノルズ数において良好に
一致していることから，高レイノルズ数において，
CN ≈ const.が期待できる．CN ≈ const.の起源や
解釈等については今後の課題である．
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図 1: Cϵ versus Reλ, where the inset shows

ϵLP/u
3 versus Reλ. The bottom figure shows

CN + CD/ReL versus Reλ, where the inset shows

CN versus Reλ. Red and blue symbols represent

the results for shear turbulence and forced homo-

geneous isotropic turbulence [8], respectively.
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